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STANDART OLMAYAN BUYUME KOSULLU DENKLEMLERIN MUHENDISLIKTEKI UYGULAMALARI

0oz

Fizik alaninda ve milhendislik uygulamalarinda bircok materyal ve problem
klasik Lebesgue (LP) ve klasik Sobolev(W™P) uzaylari kullanilarak yeterli
dogrulukla matematiksel olarak modellenebilir. Ancak bazi1 nonhomojen
materyallerin etkin enerjisinin dogru sekilde ifade edilebilmesi ig¢in p tssinin
degisken olmasi gerekir. Bu tir problemlerin ¢oézimleri yalniz dedisken {isli
Lebesgue (LP®) ve Sobolev (W™P®) uzaylarinda mimkiindiir. Bundan dolayi son
yillarda, p(x)-Laplacian iceren standart olmayan biiyiime kosullu (p(x) biiyiime
kosullu) kismi diferansiyel denklemlere ve varyasyonel integrallere olan ilgi
artmistir. p(x)-Laplacian iceren standart olmayan biiyiime kosullu diferansiyel
denklemlerin uygulama alanlarindan bazilari electroreheolojik akiskanlar
teorisi, lineer olmayan esneklik teorisi, gorinti iyilestirme ve gbzenekli
ortamlarda akis’dir. Bunlar icerisinde en 6nemlisi robot ve uzay
teknolojisinde de kullanilan (arastirmalari c¢ogunlukla Amerika’da ve
6zellikle NASA laboratuvarlarinda yapilan) electroreheolojik akiskanlar (ER
akiskanlar) teorisidir. Bu sunumumuzda uygulamali Dbilimlerde (6zellikle
mithendislikte) ©&nemli bir vyere sahip olan p(x)-Laplacian iceren standart
olmayan biylime kosullu kismi diferansiyel denklemler ve varyasyonel
integrallerle ilgili c¢alismalar hakkinda bilgi verilecektir.

Anahtar Kelimeler: p(x)-Laplacian, Standart Olmayan Biiyiime

Kosulu, Varyasyonel Integral, Lebesgue, Sobolev

THE APPLICATIONS IN ENGINEERING OF EQUATIONS WITH NON-STANDARD GROWTH
CONDITIONAL

ABSTRACT

Many materials and problems in physics and engineering applications can
be mathematically modeled with sufficient accuracy using classical Lebesgue
(LP) and classical Sobolev (W™P) spaces. However, p must be variable in order
to be expressed correctly the underlying energy of some nonhomogeneous
materials. Such problems can be solved only in the variable-exponent Lebesgue
(LP®) and Sobolev (W™P®)) spaces. Therefore, in recent years, the interest to
partial differential equations with non-standard growth conditional involving
p(x) -Laplacian (with p(x) growth conditional) and variational integrals have
been increased. Electrorheological Fluids Theory, Nonlinear Elasticity Theory,
Image Processing, Flow in Porous Media are some of the application areas in
engineering of non-standard growth conditional differential equations
involving p(x)-Laplacian. Especially Electrorheological fluids have been used
in robotics and space technology (The Research is mostly done in America and
especially in NASA laboratories) have significiant importance. In this
presentation, we provide information on wvariational integrals and on
nonstandard growth-conditional partial differential equations involving p(x)-
Laplacian, which has an important role in applied sciences (especially in
engineering) .
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

DeJisken islii Lebesgue (LP®) ve Dedisken tisli Sobolev (W™MPX)
(p(x) olgulebilir pozitif gercel dederli bir fonksiyon, m>0,mE€Z)
uzaylari literatiirde ilk defa, Orlicz [25] tarafindan c¢alisilmistir.
Bu calismada asagidaki soru gdz o&niine alinmistir: (pg) ve (x;) dizileri
Y x Pk yakinsak olacak sekilde reel sayilarin iki dizisi olsun. Bu halde
Y XxYr sSerisinin yakinsak olmasi ig¢in 1y, Uzerindeki gerek ve yeter

kosullar nelerdir? Bu soruya yanit, en az bir A>0 wve pk==£ﬁz
-

icin
Z(Aykyi serisinin yakinsak olmasi gerektigi ortaya cikmaktadir. Orlicz
ayni zamanda dedisken 1iislli Lebesgue uzayini reel aralikta gdz Oniine
almistir ve bu uzayda HOlder esitsizligini ispatlamistir.

Reel aralikta degisken islil Lebesgue uzaylari, &6zellikle Tsenov
[34] ve Sharapudinov [32] Dbasta olmak {zere Rus arastirmacilar
tarafindan gelistirilmistir.

Dedisken 1Uuslii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin arastirilmasinda
bir sonraki blylik adim 90’11 yillarin baslarinda Kovacik ve Rékosnik
[18] tarafindan atilmistir. Bu makalede RM de dedisken {iislii Lebesgue
ve Sobolev uzaylarinin bircok temel 6zelligi ifade edilmistir.

Bu makaleden sonra uzun  Dbir sire  herhangi Dbir c¢alisma
gdzlenmemistir. Son yillarda ¢esitli gelismeler, dedisken isli
uzaylarin sistematik ve yodun bicimde incelenmesine yol acmistir. Bu
dogrultuda ilk Once degisken sl uzaylarla standart olmayan biylme
kosulu ve coercive’lik 0zelligine sahip varyasyonel integraller
arasinda iliski kurulmus ardindan bu varyasyonel problemlerle
electroreheolojik (ER) akiskanlarin matematiksel modellemesi
arasindaki iliski farkedilmistir. Daha sonra varyasyonel integrallerle
gbzenekli ortamlarda akis (flow in porous media) ve lineer olmayan
esneklik teorisi (nonlinear elasticity theory) gibi farkli fiziksel
durumlarla da baglanti kurulmustur [3 ve 38]. Bundan dolayi degisken
isltt Lebesgue (LP®(Q)) ve degisken iislii Sobolev (W™P®(Q)) uzaylari fen
ve mihendislik alanindaki uygulamalari ile her gecen gln o6nemi artan
ve birgok vyazar tarafindan c¢alisilan bir alan haline gelmistir. Bu
uzaylarla 1lgili detayli Dbilgilere wulasmak di¢in [12, 18 wve 32]
kaynaklarini incelemeniz tavsiye edilir.

e Tanim 1: QRY de acik bir bdélge, Q>0 ve SQ) ={ueuQda
tanimliy &lgtilebilir fonksiyonlarin kimesi} olsun. p(x):Q - [1,0)
dlclilebilir bir fonksiyon ve 1< p~:= esxseigrllfp(x)<p+ := esssup p(x) <

XEQ

olmak lizere
LPO(Q) ={u € S(Q): f lu(x)|P®dx < oo
Q

seklinde tanimlanan uzaya De§isken Uslii Lebesgue Uzayi denir
[12]. p nin sabit (p(x)=p) olmasi durumunda degisken sl
Lebesgue uzayi, klasik Lebesgue uzayina doéntsir.

e Tanim 2: OQRY de acik bir bdlge ve m=0 me€Z olsun. |a|<m
6zellikli her a-c¢oklu indisi ic¢in Q bdlgesinde tanimli D%(u) €
LP®(Q) seklindeki tim u fonksiyonlarinin sinifina De§isken Usli
Sobolev Uzayi adi verilir ve

wmP®(Q): = {u € LP@(Q): D%u € LPX(Q), |a| < m}
seklinde yazilabilir [12]. p nin sabit (p(x) =p) olmasi durumunda
degisken islii Sobolev uzayi, klasik Sobolev uzayina dontsir.

e Tanim 3: f:la,bp] > R bir fonksiyon ve I ={x xq,..,x,} [a,b]
araliginin bir  bdluntiisi  olsun. Va(f) = X823 (xksr) — f(xp)| ve
VE(f) = supVu(f) olmak iizere VP2(f) degeri [a,b] {iizerinde f

n
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fonksiyonunun toplam varyasyonu (total variation) olarak
isimlendirilir. Eger V2(f) sonlu ise f:[a,b] >R fonksiyonuna [a,b]
izerinde sinirli varyasyon (bounded variation) denir [13].

2. CALISMANIN ONEMi (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Teknolojinin hizla ilerledidgi glinimizde mihendislikle ilgili
uygulamalarda matematik ©nemli bir yer tutmaktadir. Yapilan bu calisma
ile degisken isli uzaylarda yapilan ¢calismalarin mihendislik
alanindaki katkilari ifade edilerek mithendislik alaninda vyapilan
calismalardaki dedisken islii uzaylarin onemi belirtilmistir.

3. MATERYAL VE METOT (MATERIAL AND METHOD)

Calismamizda ER akiskanlar, ima]j iyilestirme, 1s1 problemlerine
ait degisken {1slii uzaylarda vyapilan c¢alismalarla ilgili literatir
taramasi yapilarak bir calisma derlenmistir.

3.1. Degisken Uslii Lebesgue ve Sobolev Uzaylarda
Electroreheolojik (ER) Akiskanlarla Ilgili Uygulamalar
(The Applications Related to Electro-Rheological (ER)
Fluids in Variable Exponent Lebesgue and Sobolev Spaces)
Non-Newtonian akiskan olarak da bilinen ER akiskanlara karsilik
gelen matematiksel modeller, standart olmayan biylime kosullu denklem
tirlinden olup, bu tip denklemlerle ilgili c¢alismalar icerisinde ayri
bir Oneme sahiptir. Electroreheolojik (ER) akiskanlar, iletkenlik
6zelligi olmayan akiskanlarin ic¢ine kiicik parcaciklara ayrilmis
polarize olabilen taneciklerin eklenmesiyle olusturulurlar.
Elektrotlar arasindan akan bdoyle bir karisima disaridan elektrik alan
uygulandidinda kati hale gegebilme, elektrik alan uzaklastirildiginda
ise c¢ok kisa bir siirede (birka¢ milisaniye kadar kisa olabilir) sivi
hale gegebilme gibi akiskanin reolojik davranislarinda biiylik oranda
tersinir (kimyasal, fiziksel ve mekanik olarak geri doniistiiriilebilen)
degisiklikler meydana gelir. Elektrik alanlar bu sivilara
uygulandiginda, uygulanan alana paralel olarak 1if1i yapilar
olusturarak tepki verirler (Sekil 1).

Sekil 1. a) Elektrik alan yoklugunda izotropik stspansiyon,
b) Elektrik alanindaki fibrillenmis vyapilar [15]
(Figure 1. a) Isotropic suspension in the absence of an electric
field, b) Fibrillated structures in an electric field [15])

ER akiskanlar teorisiyle 1ilgili 1ilk Onemli bilgilere Winslow
[37] makalesinde rastlanmaktadir. Bu akiskanlarin kendi ig¢lerindeki
bagil devinime gbsterdikleri direnme 06zelligi (viscosity) akiskana
uygulanan elektrik alanina baglidir. Winslow, bu akiskanlarda Dbir
elektrik alanindaki viscosity’nin, alanin kuvveti ile ters orantili
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oldugunu tespit etmistir. Bu olay Winslow etkisi olarak Dbilinir.
Elektroreheoloji olayi uzun yillardir Dbilinmektedir, fakat son
yillarda bu akiskanlara olan 1ilgi daha da artmistir. Ginumizde ER
akiskanlar amortisdérler, otomobil subaplari, debriyajlar, damperler,
hidrolik ve robot sistemleri gibi farkli alanlarda kullanilmaktadir.
Ayrica ER akiskanlarin kumasin icine derinlemesine isleme ve kumasin
normal durumundan c¢ok daha kati (dayanikli) hale ¢ok hizli bir sekilde
donlismesi Ozelliklerinden faydalanarak su ankinden c¢cok daha hafif olan
kursun gecirmez yelekler {Uretilmesi amag¢lanmaktadir. Bununla birlikte
ER akiskanlarin, sarilabilir/déndiriilebilir ekranlar ve keypadler ile
birlikte kullanilarak ihtiyac¢c halinde kati hale getirilebilen, ihtiyacg

olmadidinda ise esnekleserek sarilabilir/doéndtrilebilir hale
getirilebilen esnek elektronik cihazlar Uretimi igin de
kullanilabilecedi ongodrilmektedir.

Elektroreheolojik akiskanlar bircok farkla sekilde

modellenebilir. Bu modellemelere ait vyaklasimlardan biri, malzemenin
gdzle gorilebilir Dbir c¢esidini elde etmek i1i¢in altta vyatan mikro
yapinin incelenmesidir [9, 14, 17 wve 26]. Bir Dbaska vyaklasimda,
devamlilaik mekaniginin framework 6zelligi yardimiyla
electrorheological sivi homojenlestirilmis tek bir parca olarak ele
alinarak (4, 27 ve 306] veya karisim teorisi kullanilarak [28]
modelleme yapilmistir. Baska bir modelleme olan, parcaciklarin
dinamikleri ve etkilesimi goz 6niine alinarak dodgrudan sayisal
benzetimlere dayanan modelleme 1ile tamamen farkli bir bakis acgiszi
saglanmistir [6 ve 35]. Tum bu modellemelerde elektrik alan sabit bir
parametre olarak ele alinir. Rajagopal ve RGzicka [29] elektromanyetik
alanlarin ve hareketli sivinin karmasik etkilesimini hesaba katan bir
model gelistirdiler ve elektrik alanini belirlenmesi gereken Dbir
dedisken olarak ele aldilar. Ardindan M. RGzZic¢ka [31], bu modeli
gelistirerek electroreheolojik akiskanlar (EA) icin katsayilara
degisken Dbluytme oranli dogrusal olmayan sistem igeren farkli Dbir
matematiksel model {zerinde calismistir. Elektromanyetik alanlar ile
hareketli akiskanlar arasindaki etkilesimi ifade eden bu model (1) de
verilmistir;

a .
6—7:+d1v5(u)+(u.V)u+V7r=f (1)
Bu modellemede wu:R3*'—R3®, akiskanin hizini veren fonksiyonu;
V=(0,,0,,03), gradient operatérinii; mR3*?'—>R, basing fonksiyonunu;

f:R**' > R3, harici kuvvetleri temsil eden fonksiyonu gésterir. S:Wo! -
R3*® fonksiyonu

p(x)-2

S@)(x) = p()(A + [Du(x)?) 2 Du(x) (2)

olarak ifade edilen ekstra stres tenséridir. (2)’de yer alan
Du::%(Vu—FVuT) u fonksiyonunun gradientinin simetrik kismi ve pu bir
agirlik fonksiyonudur. Yukarida (2) ile verilen stres tensoriinde p
iissti, fonksiyon (dedisken) olarak alinmistir. (1) denklemi Dbilinen
laplace denklemlerinden daha karmasik olmasina ragmen, en yliksek
mertebeden tiireve sahip terim icin, A=1 olarak alindidinda elde
edilen

div (2 + 1Du(x)HPD-2/2pux) ) (3)
ifadesi p(x)-Laplace denklemine c¢ok Dbenzerdir. (3) denkleminde A1=0
alindiginda Apoyu = diV(qu(x)lp(x)_ZVu(x)) =0 seklindeki p(x)-Laplace
denklemine doénisir.

ER akiskanlar belirli bir manyetik alanla karsilastiklarinda bu
akiskanlarin parcaciklari hareket esnasinda belli bir miktar kitle
kaybina udramaktadirlar. Kaybolan bu kitle miktarini p kuvveti sabit
iken x€RMN’nin farkli eksenlerdeki hareketleri boyunca esit kabul
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etmek zorunluludu ortaya c¢ikmakta ve dolayisiyla bu farkli kiitle
kayiplari hesaba katilamamaktadir. Kaybolan bu kitle miktarini bu
sekilde esit kabul etmek ise Dbazi fizik, mekanik ve 0Ozellikle ER
akiskanlarla i1ilgili problemlere karsilik gelen matematiksel modellerin
yeterli dogrulukta olusturulamamasina sebep olmaktadir. Ancak; p
kuvveti p(x) seklinde olgllebilir pozitif reel deJerli bir fonksiyon
seklinde secilirse, x € RV’nin farkli eksenlerdeki hareketleri boyunca
ortaya c¢ikan farkla kiitle kayiplari hesaba katilabilmekte bu da
matematiksel modellerin yeterli dodrulukta olusturulabilmesine imkan
vermektedir. Dolayisiyla, ER akiskanlar teorisinden kaynaklanan
standart olmayan Dbiiyime kosullu lineer olmayan eliptik denklemlere
karsilik gelen matematiksel modeller ancak dedisken Usli Lebesgue ve
degisken iUslli Sobolev uzaylarda olusturulabilir ve incelenebilirler.

ER akiskanlarda Du, uhiz alaninin gradientinin simetrik kismini
ve p elektrik alanina bagli materyal fonksiyonu gdstermek iizere, altta

yer alan enerjisi (etkin enerji)}thuP“@dx ile verilir. (1) ile

verilen modellemede p sabit iken etkin enerji Lluhﬂpdx ile ifade
edilir. Bu durumda (2)’deki stres tensdrinde her bir ;xE]RNigin D
kuvvetinin alacadi dedgerler esit kabul edilir. BoOyle denklemler klasik
Lebesgue (L?) ve klasik Sobolev uzaylari (W™P) kullanarak vyeterli
dogrulukla olusturulabilir. Ancak; p kuvveti Olgllebilir pozitif
gergcel degerli Dbir fonksiyon olarak secildidinde etkin enerji

jthuP“”dx ile ifade edilir. Bu durumda stres tensdriinde herbir x €
RM icin p kuvvetinin alacadi dederler farkli olur. Herbir x € RMicin p
kuvvetinin alacadi dederlerin farkli olmasi non-homojen materyallerin
dogal vyapisiyla uyumluluk gbsterir. Her bir x €RN icin p kuvvetinin
alacagi degerlerin farkli olmasi durumunda klasik Lebesgue ve klasik
Sobolev uzaylari yetersiz kalir. Dolayisiyla dedisken Usli Lebesgue ve
degisken iislii Sobolev uzaylarina (Uﬂm(Q)VGVVmeQGD) ihtiyac duyulur.

Asagida ER akiskanlar ile 1lgili degisken Usli uzaylarda simdiye
kadar yayinlanmis bazi o6nemli calismalara yer verilmistir.

Mihdilescu ve Radulescu [23], (ZC]RN(NﬁEZ) dizgiin sinirli bir
bslge, div(a(x,Vu)) p(x)-Laplace tipi operatér, 1<B<y< iNfreqp(x) olmak
izere,

{—div(a(x, Vu)) = At —uf 1), xeq

u(x) =0, x € 0Q

seklindeki Dirichlet sinir kosullarina ve nonstandart Dblylime
kosuluna sahip denklemi inceleyerek, varyasyonel yaklasim ve Mountain
Pass teoremini kullanip yeterince biiyik A mevcut ise negatif olmayan
en az iki ¢ozUmiinin oldudunu gdstermistir.

Mih&ilescu [22], QcRN(N>2) silindirik simetriye sahip sinirli
bir bdélge, Vx€Q icin px)>1, peC@) ve g(x,u) gercel dederli bir
fonksiyon olmak izere,

{—Ap(x)u(x) = —div(|Vu[P®=2vu) = g(x,u), x €Q

u(x) =0, X € 0Q

seklindeki Dirichlet sinir kosullarina ve nonstandart Dblylime
kosuluna sahip lineer olmayan eliptik denklemi inceleyerek, g(x,u)=
RO u@)9® 2y ve gl,u) = h@)|u (0)|T®2u + f(x,u) 6zel durumlari icin
varyasyonel bir yaklasimla Ekeland Varyasyonel prensibini ve Mountain
Pass teoremini kullanip, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek,
denklemin sifirdan farkli en az bir ¢Ozuminin oldudunu gdstermistir.
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Ayazoglu ve Ekinciodlu [5], QcRMdizgin sinirli bir bdlge,
Vx€Q icin p()<Nve f bazi sartlari saglayan siirekli bir fonksiyon
olmak Uzere

{—div(IVulp(x)‘ZVu)+|u|p(")‘2u = f(x,w, [VulP®2vu), x€Q

u(x) =0, x € 0Q

seklindeki Dirichlet sinir kosulu altindaki quasilineer eliptik
denklemin Mountain Pass teknidine dayali iterasyon tekniklerini
kullanarak pozitif c¢ozimlerini elde ettiler.

Acerbi ve Mingione [2], &(u), Du gradientinin simetrik kismi ve
3n

p(x), — den Dbiiytk H&lder siirekli degisken s olmak flzere
{—div((l + |e(u)|2)(”(")‘2)/ze(u)) + Dm = f(x,u,Du), x€Q
divu(x) =0, x € 0Q

sabit durumdaki elektrorolojik akiskanlari modelleyen

sistemlerin zayif ¢Ozlimleri i¢in diizenlilik sonuc¢larini kanitladilar.

3.2. Degisken Uslii Lebesgue ve Sobolev Uzaylarda Imaj
Iyilestirme Islemleri (Image Processing in Variable
Exponent Lebesgue and Sobolev Spaces)

De§isken uslu uzayin onemini imaj iyilestirme isleminin
matematiksel modellemesinde de gdrebiliyoruz. Imaj iyilestirme tzerine
yvapilan c¢alismalarda ©&zellikle gliriltiden (gorintiydl kirleten ve

goriintli kalitesini diisiiren harici kaynaklardan olusan etki) dolayzi
ortaya c¢ikan bazi eksikliklerin giderilebilmesi ic¢in dedisken uslt
uzaylarda yapilan calismalar mevcuttur [7, 11 ve 207 . Imai
iyilestirmedeki dedisken isstin rolinii anlamak ic¢in, ©&ncelikle klasik
uzaylarda g¢alisilan toplam varyasyon (TV) temelli difizyon, izotropik
difiizyon ve izotropik  olmayan difizyon tiplerinin  varyasyonel
formilasyonlari ile Dbu islemlerin avantaj/dejavantajlari hakkinda
bilgiler verelim.

3.2.1. Toplam Varyasyon Diizgiinlestirme Islemi (TV Temelli
Difizyon) (Total Variation Smoothing Process
(TV-based Diffusion)

Toplam varyasyon dizglinlestirme islemi;

min [, (IVqu +%|u(x) - I(x)lz) dx (4)
(4) "deki p degeri 1 olarak alindiginda elde edilen minimize
islemidir. Buradad diuzglnlestirmenin gl¢ligline isaret eden Dbir
parametreyi, u gercgek gdrintiyi, n istenmeyen noktaciklar (noise)
tarafindan bozulmus gri (bulanik) alanlari,  dizlemdeki dikdoértgensel
bdlgeyi, I ise I =u+n (u = gercek gorinti,n = giriilti) fonksiyonelini temsil
eder.

I1k olarak Rudin, Osher and Fatemi [30] tarafindan ©&nerilen
yvaygin olarak Rudin-Osher-Fatemi (ROF) modeli olarak da Dbilinen TV-
temelli diizgiinlestirme islemi gorintileri yeniden olustururken
kenarlari korumak ig¢in miltkemmel bir is ¢ikarir. Bu islemde kenarlarin
yeniden olusturulmasi icin gerekli olan sireksizliklere izin verilir.
Ancak bu yontem wuygulandiginda orijinal gdrintide Dbulunmayan yeni
kenarlar meydana gelir. TV temelli difiizyon keskin kenarlari yeniden
yapilandirir, ancak bu islemin merdiven c¢ikarma etkisi mevcuttur. Yani
TV  temelli dizginlestirme islemi, parcali sabit olan c¢ozlimleri
desteklemektedir fakat bu bazen glUrtltild plrizsiz bodlgeler parcal:
sabit bolgelere islenirken bir merdiven etkisi vyaratir (Sekil 5’e
bakiniz) . Bu da sahte kenarlar olusturarak goérintinin yanlis
bolimlenmesine neden olabilir. TV tabanli difizyonun gdruntileri
yeniden olustururken kenarlari koruma 6zelliginden dolayi bu modelleme
iizerindeki bazi degisiklikler ile c¢esitli c¢alismalar vyapilmistir.
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Ornedin Strong ve Chan [33] TV modeline wuyan, a(x) muhtemel
kenarlardaki diftizyonu yavaslatan kontrol fonksiyonu olmak izere,
nnnjh a(x)|Vul dx (5)
modelini ileri siirdiler. Bu modelleme 1ile glirtltd azaltma
konusunda iyi sonuglar elde edilmistir. Ayrica diflizyonun tipi
orijinal TV modeliyle ayni oldugu icin kenarlarin yeniden

yapilandirilmasi ic¢inde kullanislidir.

3.2.2. Izotropik (Gauss) Difiizyon Islemi
(Isotropic Diffusion Process)

Izotropik diizgiinlestirme islemi, (4)"deki p degeri 2 olarak
alindiginda elde edilen minimize islemidir. Bu islem W?Y2(Q) Sobolev
uzayinda gercgeklesir. Izotropik difiizyon, basamak problemini c¢ozen

ancak kenarlari korumak ic¢in hicbir mekanizmasi olmadigindan dolayi
tek basina gorintiiyl yeniden vyapilandirmada iyi olmayan difiizyondur.
Izotropik difiizyon piliriizsiiz bélgeleri vyeniden vyapilandirir, ancak
kenarlari ciddi derecede bulaniktir.

3.2.3. Anizotropik Difiizyon Islemi
(Anisotropic Diffusion Process)

1<p <2 farkli degerler secimi (p, 1 ile 2 aralidinda sabit bir
deger), TV tabanli ve izotropik diizgliinlestirme arasinda bir yerde olan
anizotropik difiizyon ile sonuclanir. Bu tir difiizyon, parcali plriizsiiz
bodlgeleri vyeniden olusturmakta etkili olabilir. Ancak, sabit bir
1 <p <2 degeri, siireksizliklere izin vermeyebilir, bu nedenle
kenarlari vyok eder. M. Nikolova [24] tarafindan vyapilan c¢alismada
bunun dodru oldugu gésterilmistir.

3.2.4. TV Temelli ve Izotropik Difiizyonun Kombinasyonu
(Combination of TV-Based and Isotropic Diffusion)
p’'nin farkli de§erleri ig¢in (4) 1ile tarif edilen minimize
isleminin gilicli yanlari gdz Oniine alindiginda, her diftizyon tirinin
avantajlarindan vyararlanmak i¢in kendini ayarlayabilen bir modeli
arastirmak faydalidir. Bu amag¢la, Chambolle ve Lions [10], izotropik
ve TV tabanli difiizyonu bir araya getiren (6)’da yer alan enerji
islevselligini en aza indirmeyi ileri sirdu.

B
[Vul?dx + fqu|>B(|Vu| _E) dx (6)

Bu modelde |Vu|>p iken yani kenarlarin biiyik olasilikla

min_— |
u€BvV(Q) 2B 7 IVulp

bulundudu yerde difilizyon TV-temelli, |Vu|<p iken izotropiktir. Bu
model homojen bdlgelerin farkli kenarlarla ayrildigi gorintilerin geri

kazanilmasinda basarilidir. Ancak, nesneleri temsil eden gdriunti
yodunluklari diizensizse, veya bir gdruintii c¢ok bozulmussa bu model f
esigine hassas hale gelebilir. Bu durumda, diflizyonun yonini ve

hizini secerken daha fazla esneklik isteyebilir.

p’'nin farkli dederlerinin avantajlarini birlestirmek amaciyla bu
farkli degerleri degisken bir is ile yazarak imaj iyilestirme izerine
degisken 1Usli uzaylarda c¢alismalar vyapilmistir. Simdi bu wuzaylarda
yapilmis calismalar hakkinda bilgiler verelim.

Blomgren ve ark. [7] makalelerinde lims,op(s) =2, limg,p(s)=1ve p
monoton azalan olmak izere (7)"deki minimizasyon problemini
calistilar.

min fﬂ [Vu|PUVeD gy (7)

Bu model degisken 1Uslii bir modeldir. Bu model TV temelli ve
izotropik difiizyonun kombinasyonunun yani sira hem izotropik hem de TV
tabanli difizyonun faydali yanlarini birlestirir. Yayilma hizini istel
sayidan secer ve daha sonra merdiven c¢ikarma etkisini azaltir. Ancak
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p, |Vu|’ya bagli olduju icin, enerji fonksiyonelinin alt vyari
stirekliligini olusturmak =zordur. Dolayisiyla matematiksel olarak
calismak zordur. Bollt ve ark. L' veya I? norm terimiyle bu problemin
[8]"de bir minimumlastiriciya sahip oldudunu kanitladi.

Sonra Chen ve arkadaslari [11]’de yer alan asagidaki modeli
6nerdi;

B >0 bir sabit ve 1<a<q(x)<2 icin

1
@Mq(x). Irl<p
¢(X, T) = Bq(x)-pI (8)
r| = 22—, > 8
olmak ilUzere
i L 4 _ 2
uesvr(rflzgﬁﬁ(m 2 fﬂ (¢(x,|Vu|) +2(u(x) 16)) )dx' (9)

Chen ve arkadaslari tarafindan [11]’de calisilan modellemede;
A=20, QcR* acik bir bdélge, p sinirli ve Lipschitz strekli bir
fonksiyon olmak {izere 1<p <2 ig¢in (4) minimizasyon probleminde ortaya
¢ikan izotropik difiizyon (p =2 durumu), toplam varyasyon (TV) temelli
diftizyon (p=1 durumu) ve daha genel izotropik olmayan (1<p<2
durumu) difizyon tiplerinin glicli vyanlari Dbirlestirilmektedir (Bkz.
[1, 7 ve 1971).

Bu model gradient vyeterince biiyiik oldugunda (yani, muhtemel
kenarlarda) sadece TV-temelli, gradientin sifira yakin oldugu yerde
(yani, homojen bodlgelerde) izotropiktir. Ayrica parcali olarak

plirtizsiiz olabilen veya glrilti ile kenarlar arasindaki farkin ayirt
edilmesinin zor oldugu bdlgelerde anizotropik diflizyon (1<p<?2)
kullanmaktadir. Chen ve arkadaslari p=p(x) in gdruntiideki x yerine
bagimli olmasini sagladilar. Bu sekilde, her konumdaki difiizyonun yoni
ve hizi yerel davranisa baglidir.

Chen ve arkadaslari (9) problemini BV(Q) (Bounded Variation)
uzayinda c¢alistilar. Deneysel sonug¢lar, goruintinin restorasyonunda
modelin etkililigini gOstermektedir.

Yukaridaki Chen ve arkadaslarinin modellemesinden esinlenerek Li

ve arkadaslari p(x) =1+ g(x) ve g(x)::I:a;é;Faﬂ olmak tuzere
vl o {E,,(x) W) [, (ﬁ VulPe + 2 (u f)Z) dx.} (10)
modelini onerdiler. Li wve ark., [11l]’de Chen ve ark. tarafindan
yapilan calismayi [20]’de p~ =infp > 1 durumu icin incelediler. Li ve
arkadaslari (10) problemini deJisken iisli WP®)  sobolev uzayinda
calistilar. Makalelerinin sonunda, sonu¢larini p~ =1'e genisletmenin

mimktin olup olmadigini soruyorlar. Bu soruya 1iliskin Harjulehto ve
ark. tarafindan [16] makalesinde bir ¢ozim Onerilmektedir.

3.2.5. Imaj Iyilestirme Modellemeleri Ile Sayisal Goziimler ve
Deneysel Sonug¢larinin Karsilastirilmasi (Comparison of
Image Processing Modeling with Numerical Methods and
Experimental Results)
Li ve arkadasalarinin [20]’de Onerdidi modelleme ile elde edilen
goriintiilerle ROF model ile elde edilen gorintiilere iliskin gdzlemler
asagidaki 2., 3., 4. sekillerde verilmistir.
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(i) (h)

(c) (d)

Sekil 2. a)Gercgek gorltnti, b)Glirdltiilid godorintid, c)Rof medeli ile
restore edilmis gdériinti, d)Onerilen model ile restore edilmis gdrinti
[20]

(Figure 2. a)The true image, b)The noisy image, c) The restoration
result by the ROF model, d) The restoration result by the proposed
model [20])

Her iki sonug¢tada merkez ¢izgilerdeki kenarlar korunmustur.
Ancak, Sekil 2 (d)’de merdiven c¢ikarma etkisi basariyla azalmasina
ragmen Sekil 2 (c)’de merdiven c¢ikarma etkisi pliriizstiz bdlgelerde
agiktir.

(a) (h) (¢)

Sekil 3. a) Girdltild gorinti, b) ROF medeli ile restore edilmis
gériinti, c) Onerilen model ile restore edilmis gdérintii [20]
(Figure 3. a) The noisy image, b) The restoration result by the ROF
model, c) The restoration result by the proposed model [20])

Her iki sonuctada karakterlerin kenarlari korunmustur. Onerilen
model tarafindan restore edildiginde neredeyse hi¢ merdiven etkisi
gozikmemektedir.
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Sekil 4. a) Kalbin glirtltilii MRI gorintisii, b) Kalbin Rof medeli ile
restore edilmis gdrintisii, c¢) Kalbin Onerilen model ile restore
edilmis gorintisi [20]

(Figure 4. Noisy MRI image of a heart, b) The restoration result by
the ROF model, c) The restoration result by the proposed model [20])

Organ vylzeyinin plrizstiz oldugu Sekil 4 (c)’de merdiven etkisi
neredeyse hic¢ gdrilmemektedir. Ancak merdiven etkisi, Sekil 4 (b)’daki
organ ylzeyi lzerinde Dbarizdir. Chen ve arkadasalarinin [11]"de
6nerdigi modelleme 1ile elde edilen gorintillerle ROF modeli wve
izotropik difiizyon ile elde edilen gorintilere iliskin gdzlemler
asagidaki sekil 5’de verilmistir.

Sekil 5. En st Satir: Gergek gdrinti, 2. Satir: GUridiltild gdrinti,
3. Satir: Izotropik difiizyon kullanarak restore edilen gdériinti, 4.
Satir: TV tabanli difiizyon kullanarak restore edilen gorinti, 5.
Satir: Chen ve arkadaslari tarafindan Onerilen model kullanarak
restore edilen gorintid [11]

(Figure 5. Top row: The true image, Second row: Image + noise, Third
row: Reconstruction using isotropic diffusion, Fourth row:
reconstruction using TV-based diffusion, Fifth row: reconstruction
using the proposed model [11)

Izotropik difiizyon plriizsiiz bdélgeleri yeniden vyapilandirar,
ancak kenarlari ciddi derecede bulaniktir. TV tabanli difizyon keskin
kenarlari yeniden olusturur, ancak merdiven c¢ikarma etkisi aciktir.
Onerilen model, TV tabanli diflizyon kadar keskin kenarlari vyeniden

165



Mashiyev Ayazoglu, R., Akbulut, S. ve Akkoyunlu, E.,
Engineering Sciences (NWSAENS), 1A0410, 2018; 13(3): 167-179. T

B

yapilandirir, plurizsiiz bdlgeleri izotropik difiizyon kadar etkili bir
sekilde tekrar olusturur.

3.3. Degisken Uslii Lebesgue ve Sobolev Uzaylarda Isi Problemleri
Ile Ilgili Uygulamalar (The Applications Related to Heat
Prblems in Variable Exponent Lebesgue and Sobolev Spaces)

Liu Bingchen and Fengjie Li [21] makalesinde, lokalize
reaksiyonlarla birlestirilmis ve degisken isli n-bilesenli 1s1
denklemleri igcin blow-up ¢Ozimleri sunulmaktadair. Bu makalede;

Br ={x € RY:|x| <R}, p;(x),q;(x)>=%0,i=12,--,n sartini saJlayan degisken
s, T klasik cozumlerin maksimum varolus zamani olmak Uzere standart
olmayan buyume kosullu

(Uy)e = Auy +u P13 (0, )u, 29(0,t), (x,t) € Bg X (0,T)

(Uy)e = Auy + u,P23 (0, )uz 3@ (0,8), (x,t) € Bg X (0,T)

(U = Aty + 1, PP (0, )u, 2¥(0, 1), (x,t) € Bg X (0,T)

Uy =u=-=u,=0, (x,t) € 0Bg x (0,T)

u;(x,0) = u;o(x), i=12,-nn=2x€EBy
1s1 denklemi calisildi.

4. SONUC VE DEGERLENDIRME (CONCLUSION AND EVALUATION)

Yapilan bu derleme calismada yukarida atifta bulunulan
yazarlarin Standard olmayan biylime kosullu diferansiyel denklemlerin
uygulama alanlarina iliskin mithendislik calismalarinin analizi
yapilmistir. Bu calismalar sonucunda Imaj iyilestirme iizerine klasik
uzaylar 1ile degisken {Ustlil wuzaylarda uygulanan farkli ydntemlerin
avantaj ve dezavantajlari belirtilerek dedisken iUstli uzaylarin Oonemi
vurgulanmistir. Ayrica De§isken {Ustlidi uzaylarda ER akiskanlarla, 1s1i
denklemleri ile 1ilgili vyapilan c¢alismalara da yer vererek degisken
istli uzaylarin kullanim sahalari ile ilgili bilgiler verilmistir.

NOT (NOTICE)

Bu c¢alisma, 21-23 Eylil 2017 tarihleri arasinda Bayburt
(Tirkiye) ’de diizenlenen International Conference on Advanced
Engineering Technologies (ICADET 2017) Sempozyumunda s6zli bildiri
olarak sunulmustur.
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